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第8章  欧拉图与哈密顿图 

8.1 欧拉图 

具有经过所有边的简单生成回
路的图 

8.2 哈密顿图 
具有生成圈的图 
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七桥问题 

 哥尼斯堡域 普雷格尔河 
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Leonhard Euler 

 Leonhard Euler(1707~1783):  

 人类有史以来最多产的数学家.  

 1736年,“七桥问题”,图论和拓扑学诞生 
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一笔画 
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欧拉通路(Euler trail) 

 欧拉通路: 经过图中所有边一次且仅一次，
行遍所有顶点的通路 

 欧拉通路是经过所有边的简单通路并且
是生成通路(经过所有顶点) 
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欧拉回路(Euler tour/circuit) 

 欧拉回路(Euler tour/circuit): 经过图
中所有边一次、且仅一次行遍所有顶点
的回路 

 欧拉回路是经过所有边的简单生成回路 
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 欧拉图(Eulerian): 有欧拉回路的图 

 半欧拉图(semi-Eulerian): 有欧拉通路但
无欧拉回路的图 

 

 规定：平凡图为欧拉图 
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无向欧拉图的充分必要条件 

定理8.1: 设G是无向连通图,则 

    (1) G是欧拉图  

 (2) G中所有顶点都是偶数度  

 (3) G是若干个边不交的圈的并 
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定理8.1 (1)(2) 

   (1) G是欧拉图  

 (2) G中所有顶点都是偶数度  

 证明: 若G是平凡图,结论成立;G是非平凡图,因
为G是欧拉图，所以存在欧拉回路,设C为G中一
条欧拉回路,  

C=vi0e1 vi1e2 vi2…em-1vim-1emvi0 

任意v,在C中出现一次就获2度,若总共k次经过顶
点v,则d(v)=2k.  
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定理8.1 (2)(3) 

(2) G中所有顶点都是偶数度  

(3) G是若干个边不重的圈的并 

 证明: (2)(3): 若删除任意1个圈上的边,则
所有顶点的度还是偶数, 但是不一定连通了. 
对每个连通分支重复进行.  
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定理8.1 (3)(1) 

(3) G是若干个边不交的圈的并 

(1) G是欧拉图  

证明: (3)(1): 有公共点但边不交的简单回路, 
总可以拼接成欧拉回路: 在交点处,走完第1个
回路后再走第2个回路.  # 

 归纳法严格证明(圈的个数进行归纳) 
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例 
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无向半欧拉图的充分必要条件 

定理8.2: 设G是无向连通图,则 

     (1) G是半欧拉图  

  (2) G中恰有2个奇度顶点  
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定理8.2 证明 

 G是半欧拉图  G中恰有2个奇度顶点  

 证明:  

: 设G为半欧拉图,存在欧拉通路 

 C=vi0e1 vi1e2 vi2…em-1vim-1emvim 

 欧拉通路的起点和终点是奇数度,其余顶点都是偶
数度. 

: 在两个奇数度顶点之间加1条新边,所有顶点都是
偶数度,得到欧拉回路.从欧拉回路上删除所加边后,
得到欧拉通路. # 
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有向欧拉图的充分必要条件 

定理8.3: 设G是有向连通图,则 

     (1) G是欧拉图  

 (2) vV(G), d+(v)=d-(v)  

 (3) G是若干个边不重的有向圈的并 
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定理8.3 

 定理8.3: 设G是有向连通图,则 

     (1) G是欧拉图  

 (2) vV(G), d+(v)=d-(v)  

 (3) G是若干个边不交的有向圈的并 

 证明: (1)(2)(3)(1).  

(1)(2): 若欧拉回路总共k次经过顶点v,则
d+(v)=d-(v)=k. 

其余与定理1类似. # 
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有向半欧拉图的充分必要条件 

 定理8.4: 设G是有向连通图,则 

     (1) G是半欧拉图  

 (2) G中恰有2个奇度顶点, 其中1个入度比出
度大1,另1个出度比入度大1, 其余顶点入度等
于出度.  # 
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例 

求欧拉通/回路？ 
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Fleury算法(避桥法) 

 输入:无向图G. 

 输出: 欧拉通路/欧拉回路. 

 算法:  

从任意一点开始, 沿着没有走过的边向前走 

在每个顶点, 优先选择剩下的非桥边, 除非只有唯
一一条边 

直到得到欧拉回路或宣布失败 
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Fleury算法(举例) 
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Fleury算法(迭代形式) 

 算法:  

(1) P0:=v0;  

(2) 设Pi=v0e1v1e2…eivi已经行遍,设Gi=G-    
{e1,e2 ,… ,ei},  

   ei+1:= Gi中满足如下2条件的边:   

   (a) ei+1与vi关联  

   (b) 除非别无选择,否则ei+1不是Gi中的桥 

(3) 若GiNi, 则回到(2); 否则算法停止 
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Fleury算法(递归形式) 

 算法:F(G,v)  

(1) if d(v)>1 then e:=v关联的任意非割边 

(2)             else e:=v关联的唯一边 

(3) u:=e的另一个端点. 

(4) 递归地求G-e的从u到v的欧拉通路F(G-e,u) 

(5) 把e接续在递归求出的通路上 
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*Fleury算法(正确性证明) 

 定理8.5: 设G是无向欧拉图,则Fleury算法终止时得到
的简单通路是欧拉回路 

 

 证明: (1) Pm=v0e1v1e2…emvm是回路. 

          (2) Pm经过G中所有边   # 
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逐步插入回路算法 

 每次求出一个简单回路 

 把新求出的回路插入老回路, 合并成一个更大的回
路 

 直到得到欧拉回路或宣布失败 
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逐步插入回路算法(举例) 



© Peking University 26 

逐步插入回路算法 

(0) i:=0, v*:=v,v:=v1,P0=v1, G0=G. 

(1) e:=在Gi中与v关联的任意边(v,v’), 

     Pi+1:=“Pi”ev’. 

(2) if v’v* then i:=i+1, v=v’, goto (1). 

(3) if E(Pi+1)=E(G) then 结束  

   else  Gi+1:=G-E(Pi+1),  

           e:=Gi+1中与Pi+1上vk关联的任意边, 

           Pi+1:= vk…vk. 

           v*:=vk,v:=vk, i:=i+1, goto (1). 
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应用(轮盘设计) 
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应用(轮盘设计) 

 D=<V,E>, V={00,01,10,11}, 

   E={ abc=<ab,bc> | a,b,c{0,1} } 
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周游世界 

 Sir William Rowan Hamilton, 1859, 
Icosian game: 
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Willam Rowan Hamilton 

 Willam Rowan 
Hamilton(1805~1865):  

 爱尔兰神童(child prodigy) 

 三一学院(Trinity College) 

 1827年敦辛克天文台的皇家天文研究员和三
一学院的天文学教授  
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Willam Rowan Hamilton 

 Willam Rowan Hamilton(1805~1865):  

 光学  

 力学 

 四元数(quaternion): a+bi+cj+dk, 放弃
乘法交换律! 
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哈密顿图(Hamilton) 

 哈密顿通路(Hamilton path): 经过图中所
有顶点一次且仅一次的通路(初级通路) 

 哈密顿回路(Hamilton circuit/cycle): 经
过图中所有顶点的初级回路 

 哈密顿图(Hamiltonian):有哈密顿回路的
图 

 半哈密顿图(semi-Hamiltonian):有哈密顿
通路的图 
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无向哈密顿图的必要条件 

定理8.6: 设G=<V,E>是无向哈密
顿图,则对V的任意非空真子集V1有 

p(G-V1)|V1| 
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定理8.6 证明 

 证明: 设C是G中任意哈密顿回路, 当V1

中顶点在C中都不相邻时,  

  p(C-V1)=|V1|最大;  

否则, p(C-V1)<|V1|.  

因为C是G的生成子图,  

所以p(G-V1)p(C-V1)|V1|.  #   
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无向半哈密顿图的必要条件 

 推论: 设G=<V,E>是无向半哈密顿图,则对V的
任意非空真子集V1有 

p(G-V1)|V1|+1 

 证明: 设P是G中任意哈密顿通路, 当V1中顶点
都在P内部且都不相邻时, p(P-V1)= |V1|+1
最大; 否则, p(P-V1)|V1|. P是G的生成子图, 
所以p(G-V1)p(P-V1)|V1|+1.  #   
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定理8.6说明 

 上述条件只是必要条件,而不是充分条件 

 满足条件的图不一定是哈密顿图，反例: 
Petersen图 

 Petersen图满足: V1,  p(G-V1)|V1| 

 Petersen图不是哈密顿图: 穷举 

 Petersen图是半哈密顿图 
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举例:判断是否哈密顿图 
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举例(续) 

p(G-V1)=6                |V1|=5 
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无向半哈密顿图的充分条件 

定理8.7: 设G是n(2)阶无向简单图,
若对G中任意不相邻顶点u与v有 

d(u)+d(v)n-1 

   则G是半哈密顿图. 



© Peking University 40 

定理8.7 证明 

 

证明思路:  

  (1) G连通 

  (2) 由极大路径得圈 

  (3) 由圈得更长路径 
   路径--极大路径--圈--更长路径 

---更长极大路径--更长圈--更长路径--……--哈密顿通路 
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定理8.7 (证明(1)) 

 证明: (1) 如果G不连通,则至少有两个连通分支G1,G2,
顶点数分别为n1,n2,设uV(G1), vV(G2),因为G是简
单图,则 

  dG(u)+ dG(v)= dG1(u)+ dG2(v) 

 ≤n1-1+n2-1 ≤ n-2 与已知矛盾！ 

 所以G连通。 

n-2 
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定理7(证明(2)) 

 证明: (2) 由极大路径得圈: 设极大路径 

=v1…vl, ln.  

(2a) l=n,则为哈密顿通路; 

(2b)l<n,若v1和vl相邻,则为圈;若v1和vl不相邻,设v1与
vi1=v2, vi2,…, vik相邻,则k≥2. 

因为k=1,则d(v1)+d(vl)=1+l-2=l-1<n-1 矛盾！ 

vl必与vi2,…, vik左相邻顶点vi2-1,…, vik-1之一相邻,否则
d(v1)+d(vl)=k+l-2-(k-1)=l-1 <n-1 矛盾！ 

设vl与vir-1相邻,删除边(vir-1 ,vir),得圈. 
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定理7(证明(2)) 

v1 vl 

vir 

v1 vl 

Vir-1 
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定理8.7 (证明(3)) 

 证明:(3) 证明存在比更长的路经:由圈得更长路径 

因为G的连通性,所以存在C外的顶点与C上顶点相邻,设
vl+1V(G)-V(C),且与C上顶点vt相邻,删除边(vt-1,vt)得
顶点数为l+1的路径‘ 

 

对‘重复(1)-(3),因为G为有限图,有限步中一定得G
中的哈密顿路。 
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无向哈密顿图的充分条件 

 推论1: 设G是n(3)阶无向简单图,若对G中任
意不相邻顶点u与v有 

d(u)+d(v)n 

   则G是哈密顿图. 

 证明: 由定理8.7知,G连通且有哈密顿通路
=v1…vn. (1) 若(v1,vn)E,则得哈密顿回路
C=v1…vnv1.  (2) 若(v1,vn)E,则与定理8.7
证明类似,存在过v1…vn的圈,此圈为G中的哈
密顿回路. # 
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无向哈密顿图的充分条件 

 推论2: 设G是n(3)阶无向简单图,若对
G中任意顶点v有 

d(v)n/2 

   则G是哈密顿图. 

 证明: 由推论1.  # 



© Peking University 47 

定理8.8 

 定理8.8: 设u,v是无向n阶简单图G中两个不相
邻顶点,且d(u)+d(v)n, 则 

G是哈密顿图  G(u,v)是哈密顿图. 

 

证明: ()显然 

() 设C是G(u,v)中的哈密顿回路.  

(1) C不经过(u,v): C是G中哈密顿回路. 

(2) C经过(u,v): C-(u,v)是G中哈密顿通路, 与定
理8.7证明类似,证明存在过C各个顶点的圈, G中
有哈密顿回路.         # 
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有向半哈密顿图的充分条件 

 定理8.9: 设D是n(2)阶竞赛图, 则D是
半哈密顿图.  # 

 推论:设D是n阶有向图, 若D含n阶竞赛
图作为子图, 则D是半哈密顿图.  # 



© Peking University 49 

有向哈密顿图的充分条件 

 定理8.10: 强连通的竞赛图是哈密顿图.   

 证明: n=1时,平凡图是哈密顿图. 

 n=2时,不可能强连通.  

下面设n3.  

 (1) D中存在长度为3的圈. 

 (2) D中存在长度为k的圈  D中存在长
度为k+1的圈. 
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定理8.10(证明(1)) 

 证明(续): (1) D中存在长度为3的圈.  

     vV(D), 考虑v的前驱集与后继集 

D
-(v) = { uV(D) | <u,v>E(D) } 

D
+(v) = { uV(D) | <v,u>E(D) }.  

D强连通竞赛图, 所以D
-(v),  

D
+(v), D

-(v)D
+(v)=V(D) - {v},  

sD
+(v), tD

-(v), <s,t>E(D). 

于是C=vstv是长度为3的圈.  

v 

t 

s 

D
-(v) 

D
+(v) 
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定理8.10(证明(2)) 

 证明(续):  (2) D中存在长度为k的圈  D中存在长度为
k+1的圈:  设D中长度为k (3kn) 的圈C=v1v2…vkv1.  

   (2a) 若存在C外顶点vV(D-C),既有C上的顶点邻接到v,
又有C上的顶点邻接于v,则C上一定存在顶点vi,使得<vi-

1,v>E(D),<v,vi>E(D).则 C’=v1v2…vi-1vvi…vkv1 

是长度为k+1的圈.  

vi-1 

vi 
v 

vi-1 

vi 
v 
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定理10(证明(2b)) 

 证明(续): (2b) C外的任何顶点v,或者邻接到C上
的所有顶点,或者邻接于C上的所有顶点, 令 

V1={vV(D-C) | uV(C), <u,v>E(D) }, 

V2={vV(D-C) | uV(C), <v,u>E(D) }, 则 
V1, 

   V2, 

   V1V2 = . 

C 

V1 

V2 
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定理10(证明(2b)) 

 证明(续): (2b) 于是sV1, tV2, 
<s,t>E(D). 在C上任取相邻3点vi-1,vi,vi+1, 
则C’=v1v2…vi-1stvi+1…vkv1 是长度为k+1

的圈.  # 

C 

V1 

V2 

s 

t 

vi-1 

vi 

vi+1 
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推论 

推论:设D是n阶有向图, 若D含n阶
强连通竞赛图作为子图, 则D是哈密
顿图.  # 
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边不重的哈密顿回路 

 边不重的哈密顿回路: 设C1与C2都是图G的哈
密顿回路, 若E(C1)E(C2)=, 则称它们为边
不重的哈密顿回路. 

 问题: Kn(3)中同时存在多少条边不重的哈密
顿回路?  
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 问题: Kn(3)中同时存在多少条边不重
的哈密顿回路?  
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定理8.11 

定理8.11: 完全图K2k+1(k1)中同时
有k条边不重的哈密顿回路,且这k条边
不重的哈密顿回路含K2k+1中所有边 
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定理8.11(证明) 

 证明: 设V(K2k+1)={v1,v2,…,v2k+1}, 对
i=1,2,…,k, 令 

Pi=vivi-1vi+1vi-2vi+2…vi-(k-1)vi+(k-1)vi-k, 

 把下标按mod(2k)转换到{1,2,…,2k}中, 

 0转换成2k, 令Ci=v2k+1Piv2k+1.   

 可以证明:  Ci都是哈密顿回路; 

                   E(Ci)E(Ci)= (ij);   

                   Ui=1
nE(Ci)=E(K2k+1).  # 
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定理11(举例) 

 K7: V(K7)={v1,v2,…,v7}, k=3, mod 6,  

P1=v1v0v2v-1v3v-2=v1v6v2v5v3v4, 

P2=v2v1v3v0v4v-1=v2v1v3v6v4v5, 

P3=v3v2v4v1v5v0=v3v2v4v1v5v6, 

v1 

v2 

v3 

v4 v5 

v6 

v7 

v1 

v2 

v3 

v4 v5 

v6 

v7 

v1 

v2 

v3 

v4 v5 

v6 

v7 

Pi=vivi-1vi+1vi-2vi+2…vi-(k-1)vi+(k-1)vi-k, 
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推论 

 推论: 完全图K2k(k2)中同时有k-1条边不
重的哈密顿回路,并且删除这k-1条哈密顿回
路的所有边后, 剩下的是k条彼此不相邻的
边 
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推论(证明) 

 证明: k=2时, K4显然. 下面设k3.  

      K2k = K2(k-1)+1 + K1     (联图) 

设V(K2(k-1)+1 )={v1,v2,…,v2k-1}, 
V(K1 )={v2k},  
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推论(证明) 

 证明: 由定理11, K2k-1中有k-1条边不重
的哈密顿回路,设为C’1,C’2,…,C’k-1, 依
次把v2k“加入”C’i,得到满足要求的Ci.  
# 



© Peking University 63 

例 

v1 

v2 

v3 v4 

v5 
v6 

C1’=v5v1v4v2v3v5 

C2’=v5v2v1v3v4v5 

C1=v5v1v6v4v2v3v5 

C2=v5v6v2v1v3v4v5 
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总结 

 欧拉图 

七桥问题,一笔画,欧拉通(回)路,欧拉图 

判定欧拉图的充分必要条件 

求欧拉回路的算法 

 哈密顿图 

周游世界,哈密顿通(回)路,哈密顿图 

判定哈密顿图的必要条件 

判定哈密顿图的充分条件 

边不重的哈密顿回路 
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