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第一编 集合论 

预备知识 

—数理逻辑 
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数理逻辑 

• 逻辑--是研究人的思维的科学。  
 它包含： 
1.辩证逻辑：是研究人的思维中的辩证法。例如： 
  用全面的和发展的观点观察事物； 
  具体问题具体分析；  
  实践是检查事物正误的唯一标准；等等。 
2.形式逻辑：是研究人的思维的形式和一般规律。 
• 这里我们只关心形式逻辑。 

数理逻辑是用数学的方法研究形式逻辑。 

   用数学的方法研究推理，并且是数学中的推理 
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1.1 预备知识（prerequisites） 

命题逻辑和谓词逻辑是数理逻辑中最基本的内容。 

 十九世纪中后期，德国数学家莱布尼兹、英国数学家

布尔和逻辑学家怀海特、罗素为数理逻辑的产生和发

展有突出贡献。 

 从二十世纪40年代起，数理逻辑成为计算机科学的重

要基础理论之一。如布尔代数在计算机硬件设计中发

挥了重大作用；形式语言的研究为建立计算机语言提

供了基础。 
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1 命题和命题联结词 

2 命题公式和真值表 

3 命题等值式 

4 对偶与范式 

5 命题推理定律 

命题逻辑 
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• 命题是客观上能判明真假的陈述句。当
命题为真时，称命题的真值为“真”；
否则，说命题的真值为“假”。用T或1
表示“真”，用F或0表示“假”。 

   （ Proposition: a statement that is either true or 

false,but not both.） 

• 所有这些命题，都应具有确定的真值。 

1 命题和命题连接词 
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判断下列语句是不是命题: 

(1) 天气多好啊! 
(2) 你去哪里？ 
(3) X＞3。 
(4) 别的星球有生物。 
(5) 我正在说谎。 

解：(1)是感叹句；(2)是疑问句；它们都不是命题。 
    (3) 真假要视Ｘ的值而定，因此这个语句无确定
真值。它不是命题。 
    (4)的真实性目前还无法判明，但在客观上，是真
是假，二者必居其一。因此它是命题。 
    (5)同样不能判明真假。如说该命题为真，但原语
句却说“本命题为假”；如果说它为假，却又肯定了
它(本命题)是真的，这样造成了自相矛盾的结果！这
是所谓悖论。 

1 命题和命题连接词 
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• 无法继续分解的简单陈述句，称为简单命题或
原子命题。(不包含任何“与、或、非”等联
结词的命题) 

• 由一个或几个简单命题通过联结词复合而成的
命题，称为复合命题。 

• (1)期中考试，张三没有考及格 

• (2)期中考试，张三和李四都考及格了 

• (3)期中考试，张三和李四有人考90分 

• (4)如果张三考90分，李四也能考90分 

• (5)张三能考90分当且仅当李四也考90分 

1 命题和命题连接词 
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• 否定联结词 

• 合取联结词∧ 

• 析取联结词∨ 

• 条件联结词 

• 双条件联结词     

命题联结词 

1 命题和命题连接词 
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定义1   否定联结词 

• 设Ｐ为命题，复合命题非Ｐ，叫Ｐ的

否定式，记作Ｐ。记号叫否定联结

词。Ｐ为真当且仅当Ｐ为假。 

     

    例如，设Ｐ：今天是星期二。 

                则Ｐ：今天不是星期二。 

1 命题和命题连接词 
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定义2   合取联结词 
• 设Ｐ，Ｑ表示两个命题，复合命题“Ｐ且Ｑ”

叫命题Ｐ与Ｑ的合取，记作Ｐ∧Ｑ。记号∧

叫合取联结词。Ｐ∧Ｑ为真，当且仅当Ｐ，

Ｑ同时为真。 

    例如，设Ｐ: 2是素数。 

                    Ｑ: 2是偶数。R： 2是奇数。 

    则Ｐ∧Ｑ：2既是素数又是偶数。(真值为真) 

        Ｐ∧R：2既是素数又是奇数。(真值为假) 

1 命题和命题连接词 
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定义3   析取联结词 

• 设Ｐ，Ｑ为二命题，复合命题“Ｐ或Ｑ”称

作Ｐ与Ｑ的析取，记作Ｐ∨Ｑ，∨叫析取

联结词。Ｐ∨Ｑ为真，当且仅当Ｐ，Ｑ之

中至少有一为真。     

   例如，设Ｐ：2是素数。Ｑ：2是偶数。 

                     R： 2是奇数。 

    则Ｐ∨Ｑ：2是素数或2是偶数。(真值为真) 

        Ｐ∨ R：2是素数或2是奇数。(真值为真) 

1 命题和命题连接词 
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定义4   条件联结词 
• 设Ｐ，Ｑ是二命题，复合命题“如Ｐ，则Ｑ

”称为Ｐ与Ｑ的条件式，记作Ｐ→Ｑ, 其中

Ｐ叫前件或前题，Ｑ叫后件或结论。Ｐ→

Ｑ为真当且仅当Ｐ真和Ｑ假不同时成立。     

   例如，如果明天天晴就开运动会。 

   设Ｐ：明天天晴。Ｑ:明天开运动会。 

    则原命题表示为：Ｐ→Ｑ。         

1 命题和命题连接词 
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   条件式、条件联结词 

p q 

就 

则 

只要 

仅当 

才 只有 

p q   

蕴涵符号 

p q p  q 

0 0 1 

0 1 1 

1 0 0 

1 1 1 

如果 

如果明天下雨，我们就放假  

明天不下雨 我们不放假  √  

明天不下雨 我们放假  √  

明天下雨 我们不放假  ×  

明天下雨 我们放假  √  

1 命题和命题连接词 
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定义5   双条件联结词 

• 设Ｐ,Ｑ为二命题，复合命题“Ｐ当且仅
当Ｑ”称为Ｐ与Ｑ的双条件命题，记作
ＰＱ。叫双条件联结词，也记作
iff。ＰＱ为真当且仅当Ｐ,Ｑ真值相
同。 

    例如，2+2＝4当且仅当雪是白的。 

   设Ｐ： 2+2＝4 。Ｑ：雪是白的。 

    则原命题表示为：ＰＱ。 

1 命题和命题连接词 
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• 命题一般用大写英文字母表示。表示命题的符号叫命
题标识符。 

  例如，用Ｐ表示“雪是黑的”，记作“Ｐ：雪是黑

的”。 

• 如果一个命题标识符表示某个确定的命题，则称为命

题常量。特别地，真命题(用T表示)和假命题(用F表示)

是命题常量。 

• 如果一个命题标识符表示不确定的命题，则称为命题

变元。 

命题常量和命题变元 

命题变元不是命题。在命题演算中，对命题变元指定相应
的真值(真或假)，称为对命题变元的真值指派。 集合
{T,F}是命题变元的值域。 

1 命题和命题连接词 



© Peking University 16 

 

 

 

 

 

(negation)： p， p为真当且仅当p为假

(conjunction):p q， p q为真当且仅当p,q同时为真

(disjunction):p q， p q为假当且仅当p,q同时为假

(implication):p q，p q为假当且仅当p为真而q为假 

(biconditional):p q，p

否定

q为

式

合取式

真当且仅

析取式

条件式

双条件 当p与q的式 真值相同

1 命题和命题连接词 
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命题公式 

• (1)单个命题变元（或常元）是命题公式； 

• (2)若A是命题公式，则(A)是命题公式； 

• (3)若A,B是命题公式，则（AB），（AB）, 

(AB), (A B)也是命题公式； 

• (4)只有有限次应用(1)-(3)形成的符号串才是命
题公式。 

注意： 命题公式是没有真假值的，仅当在一个公式中命
题变元用确定的命题代入时，才得到一个值。 

2 命题公式和真值表 



© Peking University 18 

命题公式 

设P和Q是任意两个命题，则下列命题都是复合命题 

, ,( ) ( ), ( )P P Q P Q R Q P Q P      

设P和Q是命题变元，则上述公式均称作命题公式。P和Q
称作命题公式的分量。 

2 命题公式和真值表 
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真值表(truth table) 

定义１设Ａ为一命题公式，P1, P2，…, Pn为出

现在Ａ中的所有命题变元，简记为Ａ（P1, 

P2，…, Pn）。给命题变元P1, P2，…, Pn指定

一组真值，称为对Ａ的一个指派或一个赋值

。含有ｎ个命题变元的命题公式Ａ（P1, 

P2，…, Pn）共有２n个指派。将命题公式Ａ

（P1, P2，…, Pn）在所有指派之下取值的情

况列成表，叫Ａ的真值表。 

2 命题公式和真值表 
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• 真值表 

– 命题形式A在其所有可能的赋值下取得的值
列成的表； 

•  n元真值函数 

– F: {0, 1}n  →{0，1} (n≥1)。 

2 命题公式和真值表 



© Peking University 21 

联结词的真值表 

P   Q P PQ PQ PQ PQ 

0   0 1 0 0 1 1 

0   1 1 0 1 1 0 

1   0 0 0 1 0 0 

1   1 0 1 1 1 1 
 

2 命题公式和真值表 
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• A的一个赋值: n个命题变元 

• 成真赋值 

• 成假赋值 

• 重言式（永真式tautology） 

P  P = 1 

• 矛盾式（永假式contradiction） 

P   P = 0 

• 可满足式 

2 命题公式和真值表 
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   公式分类 

▲  重言式 

▲  矛盾式 

▲  可满足式 

重言式 

   

     

2 命题公式和真值表 
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p  q  p→q   p∧¬p   p∧(p∨q)↔p   

0  0  1   0      1   

0  1  1   0      1   

1  0  0   0      1   

1  1  1   0      1   

 

赋值      可满足式 矛盾式 重言式  

                                    (永假式) (永真式)  

 

2 命题公式和真值表 
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等值式（等价公式） 

• 给定两个命题公式Ａ（P1, P2，…, Pn）和Ｂ（

P1, P2，…, Pn），若对P1, P2，…, Pn的任一

组真值指派，Ａ与Ｂ的真值都相同，则称Ａ与

Ｂ等价或逻辑相等。记作ＡＢ。 

例4  构造命题公式（P∨Q）和P∧Q的真值表。 

P  Q  P∨Q （P∨Q） P Q P∧Q 

0  0   0     1  1  1  1 

0  1   1     0  1  0  0 

1  0   1     0  0  1  0 

1  1   1     0  0  0  0 
 

对于Ｐ、Ｑ的任一种真值指派，（P∨Q）与P∧Q

都有相同的真值，所以这两个命题公式是等价的。 
3 命题等值式 
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 为书写方便而省略括号 

▲  公式最外层的括号可以省略 

▲  联结词运算优先级别 

▲  同一个联结词连续多次出现且
无括号，则从左到右运算 

  ()、、、、、 

3 命题等值式 
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∨ 

例题：层次法构造真值表 

(p∨ (p∧q))  (p∨q)  (p∨ (p∧q))  (p∨q)  (p∨ (p∧q))  (p∨q)  (p∨ (p∧q))  (p∨q)  

p q  p∧q p∨q p∨(p∧q) (p∨q)  公式  

0 0 

0 1 

1 0 

1 1 

 0 

 0 

 0 

 1 

 0 

 1 

 1 

 1 

 0 

 0 

 1 

 1 

 1 

 0 

 0 

 0 

 1 

 1 

 0 

 0 

3 命题等值式 
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等值式(logical equivalences) 

,

( ) ( ), ( ) ( )

( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( )

,

( ) , ( )

1 1, 0 0

0 , 1

1

A B B A A B B A

A B C A B C A B C A B C

A B C A B A C A B C A B A C

A B A B A B A B

A A B A A A B A

A A

A A A A

A A

   

     

         

           

          

     

   

   

 

幂等律 A A A, A A A

交换律

结合律

分配律

德 摩根律 ( ) ( )

吸收律

零律

同一律

排中律

矛盾律 0

( ) ( )

( ) ( )

A A

A A

A B A B

A B A B B A

A B A B

A B B A

A B A B A

 

 

   

    

   

   

    

双重否定律

蕴涵等值式

等价等值式

等价否定等值式

假言易位

归缪论

3 命题等值式 
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   A⇔A∨A, A⇔A∧A  

 

   

   

 

  A∨(B∧C) ⇔ (A∨B)∧(A∨C)  

  A∧(B∨C) ⇔ (A∧B)∨(A∧C)  

A∨B⇔B∨A, A∧B⇔B∧A 

(A∨B)∨C ⇔ A∨(B∨C)  

(A∧B)∧C ⇔ A∧(B∧C) 

3 命题等值式 
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(A∧B)  A ∨ B 

(A∨B)  A ∧ B 

A ∨ (A∧B)  A 

A ∧ (A∨B)  A 

3 命题等值式 
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A∨1 ⇔ 1, A∧0 ⇔ 0  

A∨0 ⇔ A, A∧1 ⇔ A  

A∨¬A ⇔ 1  

A∧¬A ⇔ 0  

 

(对偶原理: ∨-∧互换, 0-1互换) 

3 命题等值式 
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¬¬A ⇔ A  

 

A→B ⇔ ¬A∨B  

 

 

A↔B ⇔ (A→B)∧(B→A)  

 

3 命题等值式 
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A↔B ⇔ ¬A↔¬B  

 

 

    A→B ⇔ ¬B→¬A  

 

  (A→B)∧(A→¬B) ⇔ ¬A 

3 命题等值式 
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     设Ｘ是合式公式Ａ中的一个部分，且Ｘ也是一个合

式公式，则称Ｘ是Ａ的子公式。 

   例如，设Ａ： (P∨Q)→（Q∨(R∧S)），则P∨Q、  
R∧S、  S、  Q∨(R∧S)都是Ａ的子公式。 

置换规则 

定理（置换规则）： 
      设X是合式公式Ａ中的子公式，若Ｙ是一个合式公式，
且 ＸＹ，用Ｙ置换Ａ中的Ｘ，得到新的合式公式Ｂ，则
ＡＢ。 

证明：Ａ与Ｂ除替换部分外均相同，又由于替换部分Ｘ

Ｙ，即是说对任一指派，Ｘ与Ｙ真值相同，那么Ａ与Ｂ对
任一真值指派也应有相同的真值。故ＡＢ。 

3 命题等值式 
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等值演算： 
      由已知的等值式，应用置换规则推演出新的等值式的
过程。 

等值演算 

       P →(Q →R) 

  P →( Q ∨ R) 

   P ∨( Q ∨ R) 

 (  P ∨ Q) ∨ R 

  ( P ∧ Q) ∨ R 

  ( P ∧ Q) → R 

3 命题等值式 
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    给定命题公式Ａ(P1, P2，…, Pn)，如果用某个命题公

式Bi取代Ａ中的某个变元Pi，并且用Bi取代Ａ中出现的所有
Pi，这样得到的命题公式Ｂ称为命题公式Ａ的代入实例。 

        例如，设Ａ：P→(Q∧P)，用(RS)取代Ａ中的命题
变元Ｐ得Ｂ：(RS)→(Q∧(RS))，Ｂ是Ａ的代入实例。 

代入规则 

定理（代入规则）： 
     一个重言式的代入实例仍然是一个重言式。 

证明： 由于重言式的真值与真值指派无关，故对同一命题
变元都用某个命题公式代替，该重言式的真值仍为Ｔ。 

例  证明((P∨S)∧R)∨((P∨S)∧R)为重言式 

证：因P ∨ P T，根据代入规则 

           ((P∨S)∧R)∨((P∨S)∧R)T 

3 命题等值式 
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对偶与范式 

• 对偶式：在给定的命题公式中，将联结
词∧换成∨，将∨换成∧ ，若有特殊变
元F和T亦相互取代，所得公式A*称为A的
对偶式。 

• 例： 
–(PQ)R 

–(PQ)T 

–(PQ)(P(QS)) 

4 对偶与范式 
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命题逻辑推理 

“ ” “ ”A B A B 

若推理的形式结构为重言式，则称推理正确。

用 表示 是重言式

1. 推理的形式结构  

前提: A1, A2, …, Ak 

结论: B  

推理的形式结构:  

(A1∧A2∧…∧Ak)→B  
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( (

( ( )

( ( )

( ( )

B

C C

C C

C D B D

 

   

  

  

     

    

    

      

附加律 A A B

化简律 A B) A, A B)

假言推理定律 (A B) A B

拒取式推理定律 (A B) B A

析取三段论推理定律 (A B) B A;(A B) A B

假言三段论推理定律 (A B) B ) A

等价三段论推理定律 (A B) B ) A

构造性二难推理定律 (A B) ) (A C)

推理定律 
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(1) 附加律 A⇒(A∨B)  

前提: A  

结论: A∨B  

A→(A∨B)是永真式  
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(2) 化简律 (A∧B)⇒A, 

(A∧B)⇒B 

 
前提: A∧B  

结论: A  

(A∧B)→A是永真式 
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(3) 假言推理 (A→B)∧A⇒B  

前提: A→B  

A  

结论: B  

((A→B)∧A)→B是永真式  
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(4) 拒取式 (A→B)∧B⇒  A  

前提: A→B  

 B  

结论:  A  

((A→B)∧  B)→( A)是永真式  
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(5) 析取三段论 (A∨B)∧¬A⇒B  

(A∨B)∧¬B⇒A  

前提: A∨B  

¬A  

结论: B  

((A∨B)∧¬A)→B是永真式  
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(6) 假言三段论  

(A→B)∧(B→C)⇒(A→C)  

前提: A→B  

B→C  

结论: A→C  

((A→B)∧(B→C))→(A→C)是永真式  
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(7) 等价三段论  

(A↔B)∧(B↔C)⇒(A↔C)  

前提: A↔B  

B↔C  

结论: A↔C  

((A↔B)∧(B↔C))→(A↔C)是永真式  
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(8) 构造性两难  

(A→B)∧(C→D)∧(A∨C)⇒(B∨D)  

前提: A→B  

C→D  

      A∨C  

结论: B∨D  
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判断推理正确的方法  

例 

前提: p→(q→r), p, q  

结论: r  

方法一: 推理的形式结构  

方法二: 从前提推演结论  
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方法一(形式结构是永真式)  

(p→(q→r))∧p∧q→r  

⇔ (¬p∨(¬q∨r))∧p∧q→r  （蕴涵等值式） 

⇔ ((¬p∧p)∨((¬q∨r)∧p))∧q→r  （分配律） 

⇔ ((¬q∨r)∧q)∧p→r    （零律，同一律，交换律） 

⇔ ((¬q∧q)∨(r∧q))∧p→r       （分配律） 

⇔ (r∧q∧p)→r  

⇔ ¬(r∧q∧p)∨r    （蕴涵等值式） 

⇔ ¬r∨¬q∨¬p∨r  

⇔ (¬r∨r)∨¬q∨¬p ⇔ 1  
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方法二(从前提推演结论)  

(p→(q→r))∧p∧q  

⇔ ((p→(q→r))∧p)∧q 

⇒ (q→r)∧q   （假言推理） 

⇒ r  
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• 命题逻辑 

–命题和命题联结词 

–命题公式和真值表 

–命题等值式 

–对偶与范式 

–命题推理定律 
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命    题 

等值演算 

推理 
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谓词逻辑 

        在命题逻辑中，研究命题和命题的演算。命题演算

的基本单位是原子命题。在命题演算中，原子命题不

再分解。命题逻辑在推证中有很大的局限性，有些简

单的论断也不能用命题逻辑进行推证。 

     例如，对著名的“苏格拉底三段论”就无法判断其

正确性：“所有的人都是要死的。苏格拉底是人，所

以苏格拉底是要死的。” 

      为了克服命题逻辑的局限性，就需要深入分析命

题的内部的逻辑结构。为此，必须对原子命题作进一

步的分解，引入谓词逻辑的概念。 
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谓词的概念与量词 

谓词公式与翻译 

等价式、蕴含式 

前束范式 

谓词逻辑 
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谓词的概念 

        命题是反映判断的句子。反映判断的句子由主语和

谓语两部分组成。主语一般是客体；用以刻划客体性质

或关系的部分即是谓语。在命题中作为主语的客体称为

个体。而用以描述个体性质或几个个体间关系的部分称

为谓词。 

         例如对“张三是大学生”和“李四是大学生” 这两

个命题，个体分别是“张三”和“李四”，谓词都是

“是大学生”。在作符号化处理时，用Ｐ表示“是大学

生”，用ａ表示“张三”，用ｂ表示“李四”。上述两

个命题可分别表示为Ｐ(ａ)和Ｐ(ｂ) ，从而把命题中的

主语和谓语分离开来。 
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谓词的概念(续) 

• 用谓词表达命题，必须包括个体和谓词两部分。一般地说，

“ｂ是Ａ”类型的命题可用Ａ(ｂ)表达。而表示两个或两

个以上客体之间关系的命题，如“ｘ大于ｙ”，“ａ在ｂ

和ｃ之中”，可表示成Ｂ(ｘ，ｙ)，Ｌ(ａ，ｂ，ｃ)。这

里Ｂ表示“...大于...”，Ｌ表示“…在…和…之中”。 

• 表示一个个体的性质的谓词称为一元谓词，如Ｑ（e）。而
表述ｎ个个体相互关系的谓词称为ｎ元谓词，可表示为Ｑ
(e1，e2，… ， en)。 
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个体域 

• 对命题函数而言，客体变元的论述范围叫个体
域，将所有个体域的集合(即宇宙间的一切事物)
称为全总个体域。 

• 客体变元取值的范围对命题函数是否构成命题
及命题的真值密切相关。 

   例如,  用Ｒ（ｘ）表示“ｘ是大学生”，如果ｘ的取值范围

是某大学某班中的全体学生，则Ｒ（ｘ）是永真式；如果ｘ的

取值范围是某中学某班中的全体学生，则Ｒ（ｘ）是永假式；

如果ｘ的取值范围是某剧场中的观众，则Ｒ（ｘ）的真值可真

可假，因为观众中可能有大学生，也可能有非大学生 
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量词 

    考虑命题“所有的人都是要死的”和“有些人能活百岁以上”的符

号化问题，除个体变元和谓词之外，还有对个体在数量上的量化和约

束，如“所有的”和“有些”，称这种表示数量的词为量词。 

 用符号表达“对所有的”，“对任一个”，“对每一
个”等词，叫做全称量词。 

    例如， “所有的人都是要死的” 。设M(x) : x是人。
D(x) : x是要死的。则命题可符号化为：(x)(M(x)D(x))。 

 用符号表达“至少有一个”，“存在一个”，“对
某些”等词，叫做存在量词。 

    例如， “有些人能活百岁以上” 。设M(x):x是人。L(x): 

x能活百岁以上。则命题可符号化为：(x)(M(x)L(x))。 
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• (1) 个体域中所有有性质F的个体都有性
质G，应符号化为 

 

• (2) 个体域中存在有性质F同时有性质G的
个体，应符号化为 

( ( ) ( ))x F x G x

( ( ) ( ))x F x G x
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一阶谓词基本概念 

• 个体（词） 

• 个体域 

• 全总个体域 

• 谓词(Predicate) 

• 量词(quantifiers) 

–全称量词(universal quantifier) 

–存在量词(existential quantifier) 



谓词公式 
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（1）n元谓词是一个谓词公式； 

（2）若A是谓词公式，则（¬A）也是谓词公式； 

（ 3 ） 若 A，B 是 谓 词 公 式 ， 则 （ A∨B）、（A∧B）、

（A→B）、（AB）也是谓词公式； 

（4）若A是谓词公式且含有未被量化的个体变量x，则 

∀xA(x)，xA(x)也是谓词公式。 

（5）有限次地使用（1）~（4）所得到的也是谓词公式。 
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• 指导变元： xA(x)，xA(x)中的x 

• 相应量词的辖域： xA(x)，xA(x)中的A 

• 约束出现： x，x的辖域中，x的所有出现 

• 自由出现：A中不是约束出现的变元 

• 例： 

 (x)(P(x)→Q(x，y)) 

 

谓词公式中的基本概念 
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谓词公式的解释 

• 谓词公式中含有个体变元和谓词变元。给定个体域，将

谓词公式中个体变元由确定的个体来取代，谓词变元由

特定的谓词来取代，称为对谓词公式的赋值或解释。 

 

对谓词公式作了这样的赋值之后，谓词公式成为命题。 

例１ 求(x)（P(x)→Q(x)）的真值，其中Ｐ(x)：x等

于1；Ｑ(x)：x等于2；且个体域Ｅ＝{1,2}。 

解：(x)(P(x)→Q(x)) 

    (P(1)→Q(1))∧(P(2)→Q(2)) 

    (Ｔ→Ｆ)∧(Ｆ→Ｔ) Ｆ∧Ｔ Ｆ 
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可满足公式 

不可满足公式（永假式） 

永真式 

 

可真可假式（不确定式） 
谓词公式 

分类： 
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等价式和蕴含式 

定义  给定个体域E上的两个谓词公式Ａ和Ｂ，若对Ａ和
Ｂ中的变项作同样的赋值，所得命题的真值都相同，则
称谓词公式Ａ和Ｂ在Ｅ上是等价的，记作：ＡＢ。 
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谓词演算中的等价式和蕴含式的来源可分为如下几类： 

1．命题公式的推广 

2. 在有限个体域中消去量词 

3. 量词与联结词之间的关系  

4. 量词辖域的扩张与收缩 

5. 量词分配的等值式 

6. 量词分配的蕴含式 
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1．命题公式的推广 

    用原子谓词公式取代命题演算等价公式中的各命题变
元，命题演算的等价式就转化为谓词演算的等价式。例
如： 

    A(x)  A(x) 

   ((x)A(x))→((x)B(x))  ((x)A(x))∨((x)B(x)) 
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2．在有限个体域中消去量词 

 

 xA(x)  A(a1) ∧ A(a2) ∧ …A(an) 

 xA(x)  A(a1) ∨ A(a2) ∨ …A(an) 
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3．量词与联结词之间的关系     

(x)A(x)  (x)A(x)。        ⑴ 

(x)A(x)   (x)A(x)。       ⑵ 

    例如，设A(x)表示“x今天来校上课”，则A(x)表示“x今天没来

校上课”。那麽， 

     对(1),“不是所有的人今天都来上课(x)A(x) ”与“有(存在)一些

人今天没来上课(x)A(x)”在意义上是相同的。 

     对(2),“今天没有(不存在)来上课的人(x)A(x) ”与“所有的人今

天都没来上课(x)A(x)”在意义上是相同的。 

     ⑴和⑵式称为量词转换律。这里约定，出现在量词之

前的否定不是否定该量词，而是否定被量化了的整个命
题。例如，(x)A(x)  ((x)A(x))。 
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等价式和蕴含式(续) 

4．量词辖域的扩张与收缩 

 (x)A(x)∨B(x)（A(x)∨B）    ⑶ 

   (x)A(x)∧B(x)（A(x)∧B）    ⑷ 

   (x)A(x)∨B(x)（A(x)∨B）     ⑸ 

   (x)A(x)∧B(x)（A(x)∧B）     ⑹ 

当个体域为有限集a1, a2,..., an时，我们可以验证⑶式： 

     (x)A(x)∨B(A(a1)∧A(a2)∧...A(an))∨B 

      (A(a1)∨B)∧(A(a2)∨B)∧...∧(A(an)∨B) 

      (x)(A(x)∨B)。 

例:证明 (x)(A(x)→B)  (x)A(x)→B 

证：(x)(A(x)→B)  (x)(A(x)∨B) 

       (x)A(x)∨B  (x)A(x)∨B((x)A(x)→B) 
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等价式和蕴含式(续) 

5．量词分配的等值式 

 (x)(A(x)∧B(x))  (x)A(x)∧(x)B(x)   ⑺ 

  (x)(A(x)∨B(x))  (x)A(x)∨(x)B(x)     ⑻ 

    ⑺式的左边表示“对于所有的ｘ，A(x)和B(x)都是真的”；右边表示

“对于所有的ｘ，A(x)是真的；同时对于所有的ｘ，B(x)也是真的”。

显然，这两个命题是等价的。例如，“联欢会上所有的人既唱歌又跳舞”
和“联欢会上所有的人唱歌且所有的人跳舞”的意义相同。 

   ⑻式左边的命题可表述成“存在一个ｘ，能使Ａ(ｘ)为真或者能使Ｂ
(ｘ)为真”；右边的命题可表述成“存在ｘ使Ａ(ｘ)为真，或者存在ｘ使
Ｂ(ｘ)为真”。显然，这两个命题也是等价的。例如，“联欢会上有人
唱歌或跳舞”和“联欢会上有人唱歌，或有人跳舞”的意义相同。 
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等价式和蕴含式(续) 

6．量词分配的蕴含式 

 (x)A(x)∨(x)B(x)  (x)(A(x)∨B(x))  ⑼ 

  (x)(A(x)∧B(x))  (x)A(x)∧(x)B(x)    ⑽ 

例如，对⑼式，“每一个人都唱歌或者每一个人都跳舞”，那么可以
说“每一个人都唱歌或跳舞”。但反之不真。 

     对⑽式，“有人既唱歌又跳舞”永真蕴含“有人唱歌且有人跳舞”。
反之不真。 

注意：全称量词x对于析取不服从分配律： 

           (x)(A(x)∨B(x)) (x)A(x)∨(x)B(x) 

    类似的情况是，存在量词ｘ对于合取不服从分配律： 

           (x)(A(x)∧B(x))(x)A(x)∧(x)B(x) 
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推理定律 

( ) ( ) ( ( ) ( ))

( ( ) ( )) ( ) ( )

( ( ) ( )) ( ) ( )

( ( ) ( )) ( ) ( )

xA x xB x x A x B x

x A x B x xA x xB x

x A x B x xA x xB x

x A x B x xA x xB x

   

    

   

     

( )( ( )) ( )( ( )) ( ( ) ( ))

(( ) ( ) ( ) ( )) ( )( ( ) ( ))

( )( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( )

x A x x B x x A x B x

x A x x B x x A x B x

x A x B x x A x x B x

       

       

     

证明：

即：

因此（根据假言易位）
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一阶谓词逻辑等值式与蕴含式 

• 命题公式的推广 

• 在有限个体域中消去量词等值式 

• 量词否定等值式 

• 量词辖域收缩与扩张等值式 

• 量词分配等值式 

• 量词分配蕴含式 
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前束范式 

• 定义：一个公式，如果量词均在全式的开头，
它们的作用域，延伸到整个公式的末尾，则称
该公式叫做前束范式。 

前束范式可记为如下形式 

    (□v1)(□v2)...(□vn)Ａ 

其中“□”表示量词或，v1，v2，...，vn是客体变元，

Ａ是不带量词的谓词公式。 

例如，(x)(y)(z)（Q(x,y)→R(z)）是前束范式。 
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定理１  任意一个谓词公式，均和一个前束范式等价。 

证明：首先利用量词转化公式可将否定深入到变元和谓

词公式的前面。其次利用量词辖域扩张可将量词移到全

式的最前面，这样便得前束范式。 
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换名规则：将公式A中某量词辖域中出现的某
个约束出现的个体变元及相应的指导变元x，都
改成公式A中没出现过的y 

( ) ( , )

( ) ( , )

( ) ( , )

( ( ) ( , ))

( ( ) ( , ))

( ( , ) ( ))

xF x xG x y

xF x x G x y

xF x z G z y

x F x z G z y

x z F x G z y

x z G z y F x

 

   

   

   

   

   

例：
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命    题 

等值演算 

推理 

基本要素 

中心 

谓词与量词 

等值演算 

推理 

数理逻辑框架 
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小结 

• 命题逻辑 

–命题和命题联结词 
–命题公式和真值表 

–命题等值式 

–命题推理定律 

• 谓词逻辑 

– 谓词的概念与量词 

– 谓词公式与翻译 

–等价式、蕴含式 

–前束范式 
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作业 

1. 用真值表证明以下等价式和蕴涵式 

 

 

 

2.   不构造真值表证明1中各式 

3. 把下列命题符号化，并求前束范式 

 “所有运动员都钦佩某些教练” 

       “有些乌龟比有些兔子跑得快” 

4.给出一个解释，是下式左端为假，右端为真： 

        x(A(x) -> B(x)) => xA(x)-> xB(x) 

( ) ( )

)

(

B A A A B

b B

P

    

     

   

  (A ) (A B) (A B)

a) A

c) (P Q) P Q)


